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Àííîòàöèÿ

Íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè íà ïðîèçâîëüíîì êî-

íå÷íîì îòðåçêå [a, b] ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì L2-íîðìû ëèíåéíîãî

äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà èíòåðïîëÿíòàõ äëÿ êëàññà êîíå÷íîãî

÷èñëà èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà lN2 .

Èíòåðïîëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ â óçëàõ ïðîèçâîëüíîé �èêñèðîâàííîé

N -òî÷å÷íîé ñåòêè ∆N : x1 < x2 < . . . < xN íà [a, b]. Ïîëó÷åííûé ðå-

çóëüòàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåêîòîðîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû è å¼ îïðåäåëèòåëü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû
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Abstra
t

An exa
t solution is found to the problem of interpolation on an arbitrary

�nite interval [a, b] with the smallest L2-norm of the linear di�erential

operator for �nite 
olle
tions of data from the unit ball of the spa
e lN2 .

Interpolation is performed at knots of an arbitrary �xed N -point grid

∆N : x1 < x2 < . . . < xN on [a, b]. The obtained result is expressed in terms

of the largest eigenvalue of a 
ertain square matrix and its determinant.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

MN =

{
z ∈ R

N : z = {zj}Nj=1,

(
N∑

j=1

|zj |2
)1/2

≤ 1

}

� êëàññ êîíå÷íûõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ åâêëèäîâîé íîð-

ìîé. Îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â ïðî-

ñòðàíñòâå lN2 .
×åðåç [a, b] îáîçíà÷àåì �èêñèðîâàííûé êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê è ïóñòü

∆N : x1 < x2 < . . . < xN , (x1 > a, xN < b)
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98 Èíòåðïîëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì L2-íîðìû

� ëþáàÿ �èêñèðîâàííàÿ N-òî÷å÷íàÿ ñåòêà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ïóñòü y = y(x) � m-ðàç äè��åðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ,

Lmy(x) = y(m)(x) + p1(x)y
(m−1)(x) + . . .+ pm−1(x)y

′

(x) + pm(x)y(x) (1.1)

� ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà m ñ

êîý��èöèåíòàìè pk : [a, b] → R (k = 1, 2, . . . , m).
Êàê îáû÷íî, ÷åðåç L2[a, b] îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ

�óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà ïðîìåæóòêå [a, b], ñíàáæ¼ííîå
ñòàíäàðòíîé íîðìîé

‖f‖2 =




b∫

a

|f(x)|2 dx




1/2

,

AC[a, b] � êëàññ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå [a, b] �óíêöèé, à

Wm
2 [a, b] = {f : f (m−1) ∈ AC[a, b], f (m) ∈ L2[a, b]}

� ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

‖ϕ‖Wm
2
= ‖ϕ‖2 +

m∑

k=1

‖ϕ(k)‖2

èëè æå äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé åé íîðìîé.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Äëÿ �èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z = {zk}Nk=1 ∈ lN2 è

�èêñèðîâàííîé ñåòêè ∆N íàéòè âåëè÷èíó

KN,Lm
(z) = inf{‖Lmf‖2 : f ∈ Wm

2 [a, b], f(xk) = zk, k = 1, 2, . . . , N}.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

BN (Lm) = sup
{
KN,Lm

(z) : z ∈ MN

}
.

Çàäà÷à 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è òèïà

Ôàâàðà (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [2℄, à òàêæå [3℄, [4℄ è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ).

Çàäà÷ó 2 òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó

òèïà Ôàâàðà, ðàññìàòðèâàåìóþ äëÿ âñåãî êëàññà èíòåðïîëèðóåìûõ äàí-

íûõ MN . Ïîñòàíîâêà Çàäà÷è 2 áëèçêà ê ïðîáëåìàì ýêñòðåìàëüíîé �óíê-

öèîíàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, êîòîðûå áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû äëÿ ðàâ-

íîìåðíîé ñåòêè íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè R â ðàáîòàõ Þ.Í.Ñóááîòèíà

(ñì. [5℄, [6℄ è äð.), Â.Ò.Øåâàëäèíà (ñì. [7℄ è äð.) è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.
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Íîâèêîâ Ñ.È. 99

Îáçîðíàÿ ñòàòüÿ [8℄ ïîñâÿùåíà ýòèì ïðîáëåìàì. Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòî-

ðûõ èç óêàçàííûõ âûøå ðàáîò íàðÿäó ñ îáû÷íîé èíòåðïîëÿöèåé â òî÷êàõ

ðàññìàòðèâàëàñü è çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè â ñðåäíåì.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîíå÷íûå è ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè ìîæíî îöå-

íèòü ñâåðõó ÷åðåç èíòåðïîëèðóåìûå çíà÷åíèÿ è óçëû ñåòêè. Îäíàêî, ýòîò

ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå Çàäà÷è 2.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ïîñòàíîâêè Çàäà÷è 2 îò ïðîáëåì ýêñòðåìàëüíîé �óí-

êöèîíàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó íàñ îãðàíè÷åíèÿ íàêëà-

äûâàþòñÿ íà ñàìè èíòåðïîëèðóåìûå çíà÷åíèÿ, à íå íà èõ êîíå÷íûå èëè

ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè.

Åñëè Lm = Dm
(D � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ), òî ýêñòðåìàëü â

Çàäà÷å 1 èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, [9℄): ïðè N > m ýêñòðåìàëüíîé �óíêöè-

åé ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûé ñïëàéí ñòåïåíè 2m− 1 ìèíèìàëüíîãî äå�åêòà ñ
óçëàìè â òî÷êàõ ñåòêè ∆N . Ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ îá ýòîì è íåêîòîðûõ

áëèçêèõ ê íåìó ðåçóëüòàòàõ ìîæíî òàêæå íàéòè â [9℄ è ïðèâåä¼ííîé òàì

áèáëèîãðà�èè, à òàêæå â ðàáîòå [3℄. Çàäà÷à 2 äëÿ ýòîãî äè��åðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå àâòîðà [10℄.

Åñëè Lm = (D − β1I)(D − β2I) · · · (D − βmI), ãäå {βj}mj=1 � âåùåñòâåí-

íûå êîíñòàíòû, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå

àâòîðà [11℄, ïðè N > m ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèåé â Çàäà÷å 1 ÿâëÿåòñÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèé íàòóðàëüíûé L-ñïëàéí ñ óçëàìè â òî÷êàõ ñåòêè ∆N . Òàì

æå ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå Çàäà÷è 2.

Îïðåäåëåíèå íàòóðàëüíûõ L-ñïëàéíîâ áóäåò äàíî â ðàçäåëå 2 íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòû.

Â [10℄ è [11℄ òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû BN (Lm) âû÷èñëåíû ÷åðåç ìàê-

ñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ àíàëîã Çàäà÷è 2 áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå

àâòîðà [12℄. Â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â [12℄

áûë âûáðàí îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Èí�îðìàöèÿ î äðóãèõ ïðîáëåìàõ, èìåþùèõ â òîé èëè èíîé ìåðå îò-

íîøåíèå ê Çàäà÷àì 1 è 2, ñîäåðæèòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ýòîé

ðàáîòû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå Çàäà÷è 2

äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà (1.1). Ïðè ýòîì íà

ñåòêó òî÷åê èíòåðïîëÿöèè ∆N ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíîå

îãðàíè÷åíèå � ñåòêà ∆N äîëæíà áûòü "äîñòàòî÷íî ãóñòîé".

Ïóñòü Lm � ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà m âèäà

(1.1) ñ íåïðåðûâíûìè íà ïðîìåæóòêå [a, b] êîý��èöèåíòàìè.

Îáîçíà÷èì

M = max{1, max
i=1,2,...,m

max
x∈[a,b]

|pi(x)|}
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100 Èíòåðïîëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì L2-íîðìû

è óñëîâíî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòêà ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" ,

åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïîëóèíòåðâàëà [x1, xN ) íà s íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäèíòåðâàëîâ J1, J2, . . . , Js ñ äëèíàìè 0 < |Ji| < min{1, (mM)−1} òàêîå,

÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîì èç ïîäèíòåðâàëîâ òàêîãî ðàçáèåíèÿ íàõî-

äÿòñÿ m óçëîâ ñåòêè ∆N .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñåòêà ∆N ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé, ò.å. èìååò

ïîñòîÿííûé øàã h =
xN − x1

N − 1
, òî å¼ ñâîéñòâî áûòü "äîñòàòî÷íî ãóñòîé"

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ øàãà ñåòêè h ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

h <
1

m
min

{
1,

1

mM

}
.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï.2 ìû óñòà-

íàâëèâàåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëè â Çàäà÷å 1 è ïîêà-

çûâàåì, ÷òî ýòà åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì L-ñïëàé-
íîì ñ óçëàìè â òî÷êàõ ñåòêè ∆N . Â ï.3 ìû ìû èññëåäóåì ýòîò íàòóðàëüíûé

L-ñïëàéí, à òàêæå íàõîäèì �óíäàìåíòàëüíûå èíòåðïîëÿíòû. Â ï.4 ïðî-

èçâîäèòñÿ ñâåä�åíèå Çàäà÷è 2 ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà-

÷åíèÿ íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû íà åäèíè÷íîé ñ�åðå ïðîñòðàíñòâà

lN2 è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â çàêëþ÷èòåëü-

íîì ï.5 ñîäåðæàòñÿ êîììåíòàðèè è ññûëêè íà ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé â

áëèçêèõ çàäà÷àõ.

� 2. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à òèïà Ôàâàðà

Ïðåæäå âñåãî óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" ñåòêè ∆N

Çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-

åìñÿ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîé (àáñòðàêòíîé)

òåîðèè ñïëàéíîâ (ñì., íàïðèìåð, [13℄, [14℄ è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðà-

�èþ).

Ïóñòü X, Y, Z � âåùåñòâåííûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, T : X → Y ,
A : X → Z � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Îáîçíà÷èì

A−1(z) = {ϕ ∈ X : Aϕ = z} � ïðîîáðàç ýëåìåíòà z ∈ Z ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà A, R(T ) � îáðàç ïðîñòðàíñòâà X ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà T ,
R(A) � îáðàç ïðîñòðàíñòâà X ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà A, ker T = {ϕ ∈
X : Tϕ = 0} � ÿäðî îïåðàòîðà T , kerA = {ϕ ∈ X : Aϕ = 0} � ÿäðî

îïåðàòîðà A.
Àáñòðàêòíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à òèïà Ôàâàðà � ýòî

‖Tϕ‖2Y → inf
ϕ∈A−1(z)

. (2.1)
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Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

z ∈ Z, òî åãî íàçûâàþò âàðèàöèîííûì (èëè àáñòðàêòíûì) ñïëàéíîì.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13, ï.1.1.2.℄), ÷òî âûïîëíåíèå ÷åòûð¼õ óñëî-

âèé

1) A−1(z) 6= ∅ ∀z ∈ Z,
2) R(T ) çàìêíóòî â Y,
3) ker T

⋂
kerA = {0},

4) dim ker T = m < ∞
(2.2)

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé

çàäà÷è (2.1) äëÿ ëþáîãî z ∈ Z.

Ïóñòü X∗
� ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæ¼ííîå ê X , ò.å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ

îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà X ; ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN ∈ X∗
;

Z = R
N
è äëÿ êàæäîãî τ ∈ X ïîëàãàåì Aτ = (ϕ1(τ), ϕ2(τ), . . . , ϕN(τ)), ò.å.

A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé îòîáðàæàåò ýëåìåíò τ ∈ X â N-ìåðíûé

âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç çíà÷åíèé �óíêöèîíàëîâ {ϕi}Ni=1 íà ýòîì ýëåìåíòå.

Â íàøåì ñëó÷àå X = Wm
2 [a, b], Y = L2[a, b], T = Lm � ëèíåéíûé äè�-

�åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1.1) è â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëîâ âûáèðàåì çíà-

÷åíèÿ �óíêöèè τ ∈ X â òî÷êàõ ñåòêè ∆N . Òàêèì îáðàçîì,

Aτ = (τ(x1), τ(x2), . . . , τ(xN )) ∈ R
N .

Ïîñêîëüêó [a, b] � êîíå÷íûé îòðåçîê, äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm íà

ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Wm
2 [a, b] ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.2) äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðè "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" ñåòêå

∆N , íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå íåîñöèëëÿöèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ è îäèí èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, ñâÿçàííûé ñ ýòèì ïîíÿòèåì.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15℄, [16℄), ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð Lm íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëèðóþùèì (àíãë.: dis
onjugate) íà íåêî-

òîðîì ïðîìåæóòêå [A,B] íåïðåðûâíîñòè åãî êîý��èöèåíòîâ, åñëè ëþáîå

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lmy = 0 èìååò íå áîëåå m− 1 íóëåé íà
[A,B], ãäå êàæäûé íóëü ó÷èòûâàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

Íåîñöèëëèðóþùèå ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ

áëèçêèìè ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê îïåðàòîðó Dm
. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà òàêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

1) Ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëèðóþ-

ùèì íà [A,B] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò m ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíûõ �óíêöèé vi ∈ C(m+1−i)[A,B] (i = 1, 2, . . . , m) òàêèõ, ÷òî Lm èìååò

ðàçëîæåíèå

Lmy = v1v2 . . . vm D
1

vm
D . . .D

1

v2
D

1

v1
y, (2.3)
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ãäå D � îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ è âñå îïåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ ñïðàâà

íàëåâî.

2) Êàæäûé ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm âèäà (1.1) èìååò

íåïóñòîé èíòåðâàë íåîñöèëëÿöèè.

3) Äëÿ ëþáûõ m ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, t2, . . . , tm íà ïðîìåæóòêå [A,B]
íåîñöèëëÿöèè ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lm èíòåðïîëÿ-

öèîííàÿ çàäà÷à

{
Lmg(x) = 0, g ∈ C(m)[A,B],
g(t1) = a1, g(t2) = a2, . . . , g(tm) = am

(2.4)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ êàæäîãî âåêòîðà â = (a1, a2, . . . , am).
Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. (ñì. [16, p. 81℄). Ïóñòü

Lmy(x) = y(m)(x) + p1(x)y
(m−1)(x) + . . .+ pm−1(x)y

′

(x) + pm(x)y(x)

� ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî pi(x)
(i = 1, 2, . . . , m) íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå J = [A,B] è

M = max{1, max
i=1,2,...,m

max
x∈J

|pi(x)|}, δ = min{1, (mM)−1}.

Òîãäà äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëèðóþùèì íà

ëþáîì ïîäèíòåðâàëå èç J äëèíû < δ.

Ëåììà 1. Ïóñòü Lm � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð âèäà (1.1). Åñëè ñåòêà òî÷åê èíòåðïîëÿöèè ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷-

íî ãóñòîé" , òî ðåøåíèå Çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîé

êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zk}Nk=1 ∈ lN2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.2). Óñëîâèÿ 1), 2)

è 4) èç (2.2) çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ. Îñòà¼òñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè

èíòåðïîëèðîâàíèè íà "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" ñåòêå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3).

Ò.ê. T = Lm è Aτ = (τ(x1), τ(x2), . . . , τ(xN)), òî

ker T
⋂

kerA =
{
τ ∈ Wm

2 [a, b] : Lmτ(x) = 0, τ(xj) = 0, j = 1, 2, . . . , N
}

è äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî N-òî÷å÷íàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

{
Lmτ(x) = 0,
τ(x1) = τ(x2) = . . . = τ(xN ) = 0

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
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Ñåòêà ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîäèí-

òåðâàë Js0, 0 < |Js0| < min{1, (mM)−1}, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíû m å¼

ïîñëåäîâàòåëüíûõ óçëîâ {xi, xi+1, . . . , xi+m−1}. Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 1

äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm âèäà (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåîñöèëëèðóþùèì

íà Js0, ïîýòîìó èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (2.4) äëÿ íóëåâûõ èíòåðïîëè-

ðóåìûõ äàííûõ èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó kerLm ⊂
Wm

2 [a, b], òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èí-

òåðïîëÿíòîì èç kerLm äëÿ íóëåâûõ èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ âî âñåõ

îñòàëüíûõ òî÷êàõ ñåòêè ∆N . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 3) èç (2.2) âûïîë-

íÿåòñÿ. �

Åñëè â ñåòêå ∆N èìåþòñÿ m òàêèõ óçëîâ, ÷òî çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàíèÿ

ýëåìåíòàìè ïîäïðîñòðàíñòâà kerLm îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî òàêóþ m-
òî÷å÷íóþ ïîäñåòêó èíîãäà íàçûâàþò L-íàáîðîì (ñì, íàïðèìåð, [14, ñ. 93℄).

Òàì æå óêàçàíî, ÷òî åñëè ÷èñëî óçëîâ èñõîäíîé ñåòêè äîñòàòî÷íî âåëèêî,

òî â íåé íàâåðíÿêà íàéä¼òñÿ L-íàáîð. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñåòêà òî÷åê

èíòåðïîëÿöèè ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷íî ãóñòîé" , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå L-íàáîðà â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lm.

Äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Lm = Dm
è Lm = (D − β1I) · · · (D −

βmI), äëÿ êîòîðûõ, êàê îòìå÷åíî âûøå, Çàäà÷à 2 áûëà ðåøåíà â [10℄, [11℄,
ÿâëÿþòñÿ íåîñöèëëèðóþùèìè íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè è, ñëåäîâàòåëüíî,

íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, b] ⊂ R. Ïîýòîìó, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1.

×òîáû ïîíÿòü, êàêàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì Çà-

äà÷è 1, âíîâü îáðàòèìñÿ ê àáñòðàêòíîé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷å òèïà

Ôàâàðà.

Ïóñòü íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà íå òîëüêî íîðìà ‖ · ‖X ,
íî è íåêîòîðàÿ ïîëóíîðìà ρ(·). Åñëè ïîëóíîðìà ρ(·) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íîé, ò.å. ρ(τ) ≤ C‖τ‖ ∀τ ∈ X , ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò τ , à
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî X ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ïîëóíîðìû ρ(·), òî X
íàçûâàåòñÿ S-ïðîñòðàíñòâîì (ñì., íàïðèìåð, [14, ñ.77℄).

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13, ï.2.3.2℄, [14, ï.5.15℄), ÷òî åñëè X � âå-

ùåñòâåííîå �óíêöèîíàëüíîå S-ïðîñòðàíñòâî, âëîæåííîå â ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[a, b], òî äëÿ ëþáîãî z ∈ Z ýêñòðåìàëü â çàäà÷å

(2.1) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

σ(x) = q(x) +

N∑

j=1

λj ϕj(G(x, ·)),

ãäå q ∈ ker T , ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN ∈ X∗
� �èêñèðîâàííûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ �óíêöèîíàëîâ, G(x, t) � âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî S-ïðîñòðàíñòâà X
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(ñì., íàïðèìåð, [13, p.27℄), ϕjG(x, ·) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèîíàë ϕj äåéñòâó-

åò íà âòîðóþ ïåðåìåííóþ, à ñêàëÿðû {λj}Nj=1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:

N∑

j=1

λjϕj(u) = 0 ∀u ∈ ker T.

Â íàøåì ñëó÷àå X = Wm
2 [a, b], Y = L2[a, b], Z = R

N
, T = Lm âèäà (1.1)

ñ êîý��èöèåíòàìè pi(x) ∈ C(2m)[a, b] (i = 1, 2, . . . , m), Wm
2 [a, b] âëîæåíî â

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[a, b] (òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà),
ïîëóíîðìà �óíêöèè f � ýòî

ρ(f) =




b∫

a

|Lmf(x)|2 dx




1/2

,

à �óíêöèîíàëû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè â òî÷êàõ

ñåòêè ∆N .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëóíîðìà îãðàíè÷åíà íà Wm
2 [a, b]. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷àåì




b∫

a

|Lmf(x)|2 dx




1/2

≤




b∫

a

|f (m)(x)|2 dx




1/2

+




b∫

a

|p1(x)f (m−1)(x)|2 dx




1/2

+ . . .+




b∫

a

|pm(x)f(x)|2 dx




1/2

≤ M‖f‖Wm
2

[a,b],

ãäå M = max{1, max
i=1,2,...,m

max
x∈J

|pi(x)|}.
Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî â íàøåì ñëó÷àå èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [14,

ñ.93-94℄): îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

{ L∗
mLm gt(x) = δ(x− t),

g
(i)
t (a) = 0, i = 0, 1, . . . , 2m− 1,

(2.5)

ãäå δ(x− t) � δ-�óíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå x = t, L∗
m � �îðìàëüíî

ñîïðÿæ¼ííûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà Lm:

L∗

my(x) = (−1)my(m)(x) + (−1)m−1
(
p1(x)y(x)

)(m−1)
+ . . .+ pm(x)y(x)
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è äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ïî ïåðåìåííîé x. Áîëåå
ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î �îðìàëüíî ñîïðÿæ¼ííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [17, ãë. 1℄.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü �óíêöèè gt(x) ñëåäóþò èç òîãî �àêòà,
÷òî "êëàññè÷åñêàÿ" çàäà÷à Êîøè

{
L∗

mLm g(x) = 0, g ∈ C(2m)[a, b],
g(i)(a) = 0, i = 0, 1, . . . , 2m− 1,

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Èç (2.5) è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà çàìå÷àåì, ÷òî âîñïðîèçâîäÿùåå

ÿäðî G(x, t) = gt(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ �ðèíà çàäà÷è Êîøè

{
L∗

mLm g(x) = F (x),
g(i)(a) = 0, i = 0, 1, . . . , 2m− 1,

(2.6)

è îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ L-ñïëàéíîì ìèíèìàëüíîãî äå�åêòà, ñîîòâåòñòâó-
þùèì äè��åðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó L∗

mLm, ñ åäèíñòâåííûì óçëîì â òî÷-

êå x = t.
Çàìåòèì, ÷òî G(x, xj) = 0, åñëè x < xj . Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî å¼

îïðåäåëåíèþ �óíêöèÿ �ðèíà G(x, t) ïðè x < t ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-

÷è Êîøè L∗
mLm G(x, t) = 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ∂k G(x, t)/∂xk

∣∣
x=a

= 0,
(k = 0, 1, . . . , 2m− 1) è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî G(x, t) ≡ 0 ïðè a ≤ x < t.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü ñåòêà ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷íî ãóñòîé". Òîãäà ðåøåíèå

Çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò âèä

σ(x) = q(x) +

N∑

j=1

λj G(x, xj), (2.7)

ãäå G(x, t) � �óíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è Êîøè (2.6), q ∈ kerLm è êîý�-

�èöèåíòû {λj}Nj=1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòåðïîëÿöèè σ(xi) = zi
(i = 1, 2, . . . , N) è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

N∑

j=1

λju(xj) = 0 ∀u ∈ kerLm. (2.8)

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíûì L-ñïëàéíîì ìèíèìàëüíîãî äå�åêòà, ñî-

îòâåòñòâóþùèì äè��åðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó L2m = L∗
mLm, ñ óçëàìè â

òî÷êàõ ñåòêè ∆N áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ S(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëå-

äóþùèì óñëîâèÿì:

1) S(x) ∈ C(2m−2)[a, b],
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2) L∗
mLm S(x) ≡ 0 ∀x ∈ (xk, xk+1), (k = 1, 2, . . . , N),

3) S(x) ∈ kerLm äëÿ x ∈ [a, x1] è x ∈ [xN , b],
4) S(x) èíòåðïîëèðóåò â óçëàõ ñåòêè ∆N , ò.å. S(xi) = zi, (i = 1, 2, . . . , N).

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ σ(x) èç Ëåììû 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàòó-

ðàëüíûé L-ñïëàéí ìèíèìàëüíîãî äå�åêòà, ñîîòâåòñòâóþùèé äè��åðåí-

öèàëüíîìó îïåðàòîðó L2m = L∗
mLm ñ óçëàìè â òî÷êàõ ñåòêè ∆N .

Çàìå÷àíèå. Åñëè Lm = Dm
, òî íàòóðàëüíûé L-ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ èç-

âåñòíûì íàòóðàëüíûì ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì ñòåïåíè 2m− 1 è

G(x, t) =
(−1)m(x− t)2m−1

+

(2m− 1)!
, (x− t)+ = max{x− t, 0}.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå (2.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñò-

íóþ �îðìó ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ñïëàéíà ñòåïå-

íè 2m − 1 ÷åðåç óñå÷¼ííûå �óíêöèè {(x − xj)
2m−1
+ : j = 1, 2, . . . , N} (ñì.,

íàïðèìåð, [9℄).

� 3. Íàòóðàëüíûå L-ñïëàéíû
Ïóñòü {vk(x)}mk=1 � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà kerLm. Òîãäà

ðàâåíñòâî (2.7) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

σ(x) =
N∑

j=1

λj G(x, xj) +
m∑

k=1

µkvk(x) (3.1)

è èç Ëåììû 2 äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ {λj}Nj=1 è

{µk}mk=1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó N +m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé





N∑
j=1

λj G(xi, xj) +
m∑

k=1

µkvk(xi) = zi, (i = 1, 2, . . . , N)

N∑
ν=1

λνvk(xν) = 0, (k = 1, 2, . . . , m)

ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ðàçìåðîì m+M . Ìàòðèöó A ýòîé ñèñòåìû áóäåì

íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé ìàòðèöåé íàòóðàëüíîãî L-ñïëàéíà. Ââèäó ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íàòóðàëüíîãî L-ñïëàéíà σ(x), îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû A îòëè÷åí îò íóëÿ. Ìàòðèöà A ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ áëîêîâ

A =

(
G V
V t O

)
.

ãäå

G =
{
G(xi, xj)

}N

i,j=1
,

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 96-118

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 96-118



Íîâèêîâ Ñ.È. 107

V =




v1(x1) v2(x1) · · · vm(x1)
v1(x2) v2(x2) · · · vm(x2)
· · · · · · · · · · · ·

v1(xN ) v2(xN ) · · · vm(xN )


 ,

O � íóëåâîé áëîê ðàçìåðîì m×m, à âåðõíèé èíäåêñ t îçíà÷àåò îïåðàöèþ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Òåïåðü ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî L-ñïëàéíà σ(x) ÷åðåç �ó-
íäàìåíòàëüíûå íàòóðàëüíûå L-ñïëàéíû {Qk(x)}Nk=1, ò.å. íàòóðàëüíûå L-
ñïëàéíû íà ñåòêå ∆N , äëÿ êîòîðûõ Qk(xj) = δkj, (k, j = 1, 2, . . . , N), ãäå
δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïóñòü

{
G(x; x1), . . . , G(x; xN), v1(x), v2(x), · · · , vm(x)

}
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿåì k-þ (k = 1, 2, . . . , N) ñòðîêó îïðåäåëÿþùåé

ìàòðèöû ýòîé ñòðîêîé. Ïîëó÷èâøèåñÿ ìàòðèöû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ak(x)
è ïîëàãàåì

Qk(x) =
detAk(x)

detA , (k = 1, 2, . . . , N).

Ôóíêöèè {Qk(x)}Nk=1 ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè L-ñïëàéíàìè, ò.ê. ðàçëîæå-
íèå îïðåäåëèòåëÿ detAk(x) ïî ýëåìåíòàì k-é ñòðîêè ïðèâîäèò ê �óíêöèè
âèäà (3.1). Òàêæå ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè èíòåðïîëÿí-

òàìè, ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà detAk(xj) = δkj detA,
(k, j = 1, 2, . . . , N). Íàòóðàëüíûé L-ñïëàéí σ(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé �óíäàìåíòàëüíûõ íàòóðàëüíûõ L-ñïëàéíîâ {Qk(x)}Nk=1, ò.å.

σ(x) =
N∑

k=1

zkQk(x),

ãäå {zk}Nk=1 � èíòåðïîëèðóåìûå äàííûå.

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ýêñòðåìàëè Çàäà÷è 1:

σ(x) = q(x) +

N∑

j=1

λj G(x, xj) è σ(x) =

N∑

k=1

zkQk(x).

Òåïåðü ïðèìåíÿåì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm ê êàæäîìó èç ýòèõ

ïðåäñòàâëåíèé. Ïîñêîëüêó q ∈ kerLm, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Lmσ(x) =
N∑

j=1

λj LmG(x, xj) (3.2)
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è

Lmσ(x) =

N∑

k=1

zk LmQk(x) =

(
1

detA

) N∑

k=1

zk Lm(detAk(x)). (3.3)

Ôóíêöèÿ Lm(detAk(x)) � ýòî îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð Lm ïðèìåí¼í ê ýëåìåíòàì åãî k-é ñòðîêè (åäèíñòâåííîé

ñòðîêè, çàâèñÿùåé îò x). Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ïðàâèëîì äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [18, 
.98℄)

è ðàçëîæèâ ïîëó÷èâøèéñÿ îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì k-é ñòðîêè, èìååì

Lm (detAk(x)) =

N∑

j=1

αkj LmG(x, xj), (3.4)

ãäå {αkj}� ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ, âçÿòûå ñ èõ çíà-

êàìè. Ïîäñòàâèâ (3.4) â (3.3), ïîëó÷àåì

Lmσ(x) =

(
1

detA

) N∑

j=1

( N∑

k=1

zkαkj

)
LmG(x, xj). (3.5)

Èç ðàâåíñòâ (3.2) è (3.5) è åäèíñòâåííîñòè íàòóðàëüíîãî L-ñïëàéíà ïðè-
õîäèì ê âûðàæåíèÿì êîý��èöèåíòîâ {λj}Nj=1 ÷åðåç èíòåðïîëèðóåìûå çíà-

÷åíèÿ

λj =
1

detA

N∑

k=1

αkjzk, (j = 1, 2, . . . , N), (3.6)

â êîòîðûõ âåëè÷èíû {αkj} íå çàâèñÿò îò {zk}Nk=1.

Òåïåðü íàéä¼ì êâàäðàò L2-íîðìû �óíêöèè Lmσ(x).

Ëåììà 3. Åñëè ñåòêà òî÷åê èíòåðïîëÿöèè ∆N ÿâëÿåòñÿ "äîñòàòî÷íî ãó-

ñòîé" , òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

‖Lmσ(x)‖22 =
N∑

k,i=1

ckizkzi,

ãäå

cki =

(
1

detA

)2

·
N∑

j,ν=1

qjν αkj αiν , (k, i = 1, 2, . . . , N), (3.7)

qjν =

b∫

xmax{j,ν}

(
LmG(x, xj)

)(
LmG(x, xν)

)
dx, (j, ν = 1, 2, . . . , N), (3.8)

à âåëè÷èíû {αks} îïðåäåëåíû â (3.4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåòêà òî÷åê èíòåðïîëÿöèè ∆N ÿâëÿåòñÿ "äî-

ñòàòî÷íî ãóñòîé" . Òîãäà ñîãëàñíî Ëåììå 1 ðåøåíèå σ(x) Çàäà÷è 1 ñóùå-

ñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, à â ñèëó Ëåììû 2 îíî çàäà¼òñÿ ðàâåí-

ñòâîì (2.7).

Âû÷èñëÿåì ‖Lmσ(x)‖22 èñïîëüçóÿ (2.7):

‖Lmσ(x)‖22 =
b∫

a

∣∣∣
N∑

j=1

λj LmG(x, xj)
∣∣∣
2

dx

=

N∑

j,ν=1

λjλν

b∫

a

(
LmG(x, xj)

)(
LmG(x, xν)

)
dx =

N∑

j,ν=1

λjλνqjν,

ãäå qjν =

b∫

a

(
LmG(x, xj)

)(
LmG(x, xν)

)
dx, (j, ν = 1, 2, . . . , N).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (3.6), ïîëó÷àåì

‖Lmσ(x)‖22 =
(

1

detA

)2 N∑

j,ν=1

qjν

( N∑

k=1

αkjzk

)( N∑

k=1

αkνzk

)

=

(
1

detA

)2 N∑

j,ν=1

qjν

N∑

k,i=1

αkjαiνzkzi =

(
1

detA

)2 N∑

k,i=1

zkzi

N∑

j,ν=1

qjναkjαiν

=

N∑

k,i=1

ckizkzi.

Ò.ê. G(x, t) = 0 ïðè x < t, òî

qjν =

b∫

a

(
LmG(x, xj)

)(
LmG(x, xν)

)
dx

=

b∫

xmax{j,ν}

(
LmG(x, xj)

)(
LmG(x, xν)

)
dx.

(j, ν = 1, 2, . . . , N). �
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� 4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïåðåõîäèì ê �îðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Lm � ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿä-

êà m (m ≥ 2) âèäà (1.1) ñ êîý��èöèåíòàìè pi ∈ C(2m)[a, b],
(i = 1, 2, . . . , m),

M = max{1, max
i=1,2,...,m

max
x∈[a,b]

|pi(x)|}
è ñåòêà òî÷åê èíòåðïîëÿöèè

∆N : x1 < x2 < . . . < xN , x1 > a, xN < b

òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïîëóèíòåðâàëà [x1, xN) íà s íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäèíòåðâàëîâ J1, J2, . . . , Js ñ äëèíàìè

0 < |Ji| < min{1, (mM)−1} (i = 1, 2, . . . , s)

òàêîå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîì èç ïîäèíòåðâàëîâ òàêîãî ðàçáèåíèÿ

íàõîäÿòñÿ m óçëîâ ñåòêè ∆N . Ïóñòü ÷èñëà {cki}Nk,i=1 çàäàíû ñîîòíîøåíèÿ-

ìè (3.7), (3.8). Òîãäà

BN (Lm) =

√
λmax

| detA| ,

ãäå λmax � íàèáîëüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 − λ c12 · · · c1N
c12 c22 − λ · · · c2N
· · · · · · · · · · · ·
c1N c2N · · · cNN − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

îòíîñèòåëüíî λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåòêà ∆N è äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 1. Òîãäà â ñèëó Ëåììû 1 Çàäà÷à 1 èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå σ(x) äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ

{zk}Nk=1 ∈ MN . Ñîãëàñíî Ëåììå 2 ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì L-
ñïëàéíîì è âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (2.7). Â ñèëó Ëåììû 3 èìååì

‖Lmσ(x)‖22 =
N∑

k,i=1

ckizkzi,

ãäå ÷èñëà {cki}Nk,i=1 íå çàâèñÿò îò èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ è çàäàþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè (3.7), (3.8).

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 96-118

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 96-118



Íîâèêîâ Ñ.È. 111

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò L2-íîðìû �óíêöèè Lmσ(x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷íîé �îðìîé îò èíòåðïîëèðóåìûõ çíà÷åíèé {zk}Nk=1. Ñëåäîâàòåëüíî, Çà-

äà÷à 2 ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîé

êâàäðàòè÷íîé �îðìû íà åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà lN2 :





V (z1, z2, . . . , zN) =
N∑

k,i=1

ckizkzi → max

N∑
k=1

|zk|2 ≤ 1.

Â [10, ñ.224�225℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìóì êâàäðàòè÷íîé �îðìû äîñòèãàåò-

ñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà MN , ò.å. â íåêîòîðûõ òî÷êàõ z = (z1, z2, . . . , zN)

òàêèõ, ÷òî

N∑
k=1

|zk|2 = 1. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè

êâàäðàòè÷íîé �îðìû V (z1, z2, . . . , zN) íà åäèíè÷íîé ñ�åðå â lN2 . Èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, [19, ñ.476�477℄), ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λmax ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû, ò.å.

íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 − λ c12 · · · c1N
c12 c22 − λ · · · c2N
· · · · · · · · · · · ·
c1N c2N · · · cNN − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà âåùåñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñèììåòðè÷íàÿ,

âñå å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå (ñì., íàïðèìåð, [20, �36℄). Êðî-

ìå òîãî, ýòà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò L2-íîðìû

�óíêöèè Lmσ(x), ïîýòîìó λmax > 0. �

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöû ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λmax ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñ-

ëåííûìè ìåòîäàìè èëè îöåíèòü (ñì., íàïðèìåð, [21℄, [22℄ è ïðèâåä¼ííóþ

òàì áèáëèîãðà�èþ).

� 5. Îáñóæäåíèÿ è êîììåíòàðèè

1) Ýêñòðåìàëüíûé íàáîð èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ {zk}Nk=1 â Çàäà÷å 2,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûé è åãî ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì �óíêöèè Ëàãðàíæà

F (z1, z2, . . . , zN) = V (z1, z2, . . . , zN)− λ(z21 + z22 + . . .+ z2N)
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ïðè λ = λmax:

∂F (z1, z2, . . . , zN)

∂zi
= 0, (i = 1, 2, . . . , N).

2) Åñëè Lm � íåîñöèëëèðóþùèé íà [a, b] ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð, òî â Òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî âçÿòü s = 1. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Lm íåîñöèëëèðóþùèé, òî äè��åðåíöèàëü-

íûå îïåðàòîðû L∗
m è L2m = L∗

mLm òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåîñöèëëèðóþùèìè

(ñì. [16, p.94,104℄). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåîñöèëëèðóþùèõ íà [a, b] ëèíåé-
íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Lm âèäà (1.1) Òåîðåìà 1 èìååò ìåñòî

äëÿ ëþáîé ñåòêè ∆N ïðè N > m.
3) Â ðàáîòàõ Ñ.Êàðëèíà è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [23,

p.520-521℄, [24, ãë.XI, �9℄ è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ) áûë ðåàëèçî-

âàí ñëåäóþùèé ïîäõîä: çàäàíà ñèñòåìà Ìàðêîâà, ïî íåé ñòðîèòñÿ ëèíåé-

íûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð è ðåøàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

òèïà Ôàâàðà (Çàäà÷à 1). Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Çàäà÷à 1 ðåøàëàñü

íà ïðîìåæóòêå íåîñöèëëÿöèè äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Áûëî äîêà-

çàíî, ÷òî ýêñòðåìàëüþ â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûé ÷åáûøåâñêèé

ñïëàéí, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè {vi(x)}mi=1,

âõîäÿùèå â �àêòîðèçàöèþ (2.3) ïîñòðîåííîãî íåîñöèëëèðóþùåãî ëèíåé-

íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñðàçó çàäà¼òñÿ èìåííî äè��åðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð, êîòîðûé ïðè ýòîì íå îáÿçàí áûòü íåîñöèëëèðóþùèì íà âñ¼ì ïðîìå-

æóòêå [a, b], à áàçèñ åãî ÿäðà íå îáÿçàí áûòü ñèñòåìîé Ìàðêîâà.

4) Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåîñöèëëÿöèè äè��åðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèìåíÿëèñü â çàäà÷àõ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ èçó÷åíèÿ àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ L-ñïëàéíîâ è âû÷èñëåíèÿ
ïîïåðå÷íèêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé, ïîìèìî óïî-

ìÿíóòûõ âûøå ìîíîãðà�èé [23℄, [24℄, îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Õ.Ìîðøå [25℄,

Íãóåí Òõè Òõüåó Õîà [26℄, [27℄ è àâòîðà [28℄. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñàì òåð-

ìèí "íåîñöèëëÿöèÿ" â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ íå èñïîëüçîâàëñÿ.

5) Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè ïîñòàíîâêå Çàäà÷ 1 è 2 ìû íå íàêëàäûâàëè

êðàåâûå óñëîâèÿ. Îäíàêî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Çàäà÷è 1 è 2 ïðè íàëè÷èè

êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êàõ x = a è x = b. Äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êðàåâûõ

óñëîâèé ðåøåíèå Çàäà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì â òåîðèè èíòåðïî-

ëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ðåçóëüòàòîì � ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîé íîðìû, âïåð-

âûå óñòàíîâëåííûì â ðàáîòå [29℄ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà D3
,

ïîçæå � äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðè-

ìåð, [30, ï.5.4, ï.6.4℄). Îäíàêî, Çàäà÷à 2 ïðè ýòîì íå ðàññìàòðèâàëàñü.

6) Çàäà÷à 2 äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Dm
ïðè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ f (i)(a) = f (i)(b) (i = 1, 2, . . . , m− 1) áûëà èçó÷åíà â
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ðàáîòå àâòîðà [31℄, â êîòîðîé äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè òî÷åê èíòåðïîëÿöèè

âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ BN (D
m), áûëà âû÷èñëåíà òî÷íî ÷åðåç ìàêñèìàëü-

íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ñàìà âåëè÷èíà

λmax áûëà âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå êàê ñóììà íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Ýòî óäàëîñü ñäåëàòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû â

ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòîì, à äëÿ

öèðêóëÿíòà èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå åãî ñïåêòðà (ñì. [32℄).
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